Equivalence, Négligeabilité
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1 Comportement asymptotique des suites

1.1 Relation de négligeabilité

Définition 1.1 : Suite négligeable devant une autre suite

On dit que la suite (u,) est négligeable devant la suite (v,) s’il existe une suite (e,) qui converge vers 0
et qui vérifie a partir d’'un certain rang
Uy, = €pUp,.

On note : u, = o(vn) ou uy, e o(vn).

On lit (uy,) est un "petit o" de (vy,) au voisinage de +oo.

Exemple 1. Vérifier que n = o(n?).
o

Solution.
.. 1 1
Exemple 2. Vérifier que — = o —|.
n#“ +oo n
Solution.

Proposition 1.2 : Suite convergente

Soit (uy,) une suite réelle.

Un = o(l) & s 0.

Démonstration. On a simplement €, = u,,. O

Attention, la notation de Landau ("petit 0") repose sur un abus d’écriture : o(wy) ne désigne pas une
suite particuliére, mais toute suite possédant la propriété d’étre négligeable devant (wy,). Si u, = o(wy,) et
[o.¢]

Un = o(wy), on n’a pas nécessairement wu,, = vy,.

Exemple 3. Onan = o(n?) et n+ 2 = o(n?), cependant n # n + 2 pour n € N.
[e.e]

—+00

Théoreme 1.3 : Caractérisation de la négligeabilité

Si v, # 0 a partir d’un certain rang, alors

u, = o(v,) < lim — =0.
+o0

Démonstration. Puisque v, # 0 a partir d’'un certain rang, on peut écrire :
u, = o(v,) & e, tel que u, =€equete, — 0 & e,=— — 0
—+o00 n—-+oo Un n—-+oo
Exemple 4. Vérifier que n + 2 =0 (n+1)%).
o0

Solution.



Propriété 1.4 : Négligeabilité et opérations

On considere deux suites (uy,) et (v,) et on suppose que
Un = o(vy).

(i) (Transitivité) Si de plus v, = o(wy), alors u,, = o(wy,).
+o0o +oo

(ii) (Produit) Si de plus a, = o(br), alors upan, = o(vpby).

) (
) (
(iii) (Combinaison linéaire) Si de plus a, = o(vy), alors Y(\, 1) € R%, \uy, + pay, = o(vp).
(iv) (Multiplication par une suite) Si (w,) est une suite réelle, alors u,ws, = o(vpwn).

) (

(v) (Multiplication par un réel non nul) Si A € R*, alors Au, = o(vp).
o0

1 1
(vi) (Inverse) Si u, # 0 et v, # 0 & partir d’un certain rang, alors — = o ()
Uy +o0 Up

Démonstration. Siu, = o(v,), alors (e,) tel que u, = € v, et €, —> 0,
+oo n—-+00

1 — / ! /
n mnjs n n .
(i) Comme v, = o(wy), alors 3(e)) tel que v, = €, w, et €, — 0
+o0 n—+o00

On pose up = EHE;.L, on a Uy = UpWnp et Wn — 0.
n—-+o00

Ainsi u, = o(wy).
+oo
(ii) Comme a,, = o(by,), alors 3(e,,) tel que a,, = €,b, et €, — 0.
+00 n—-+00
On pose fin, = €€, 0N & UpGpy = UnpUpby €t — 0.
n—-+0o
Ainsi upa, = o(vpby).
+oo
(iii) Comme a,, = o(vy), alors Je), tel que a,, = €,v, et e, — 0.
+oo n—+0o00

Soit (X, i) € R%, on pose E, = \e, + pe,, on a Mu,, + pa, = \epv, + pel v, = Eyv, et B, — 0.

n—-4o0o

Ainsi A\uy, + pa, = o(vy).
+oo
(iv), (v) et (vi) sont & démontrer en exercice.

Exemple 5. Commen+2 = o((n+1)?) et (n+1)2 = o(n3), alors
+00 +oo

n+2 = o(n®).
o(5n%) m50(n?) 0 (7).
vo() 2o ()

Exemple 8. Montrer que 3n + 2 =0 (n?).
o0

Exemple 6. On a

Exemple 7. On a

Solution.



1.2 Relation d’équivalence

Définition 1.5 : Suites équivalentes

Les suites (uy) et (v,) sont dites équivalentes s'il existe une suite (c,) qui converge vers 1 et qui vérifie
a partir d’un certain rang
Uy, = QpUp.

On note : u, ~ vy, 0U U, ~ Uy
+o0 n—-+00

On lit (u,) est équivalente & (v,) au voisinage de +oc.

Théoréme 1.6 : Caractérisation de l’équivalence

Soient deux suites (uy) et (v,,). On a :

Un ¥ Un S u, = U + 0(vy).

Si v, # 0 a partir d’un certain rang, alors u, ~ v, < lim — =1.
“+o00 n—+0o00 Uy,

Démonstration. On a

Up ~ Up <& day, tel que u, = ayv, et a, — 1
—+o00 n—-+oo

On pose €, = a, — 1,

Up ~ Uy < Teptelqueu,=(1+e€)v,=v,+eppete,=a,—1 — 0 < u, = v, +o(vy).
—+o00 n—4o00 +oo

Si vy, # 0 & partir d’un certain rang, on peut écrire :

Up _ Un +0(0n) o U _ o(vy,)

Uy ~ U & Up = Uy +olv = =
" oo "o (n) Uy, +00 Un Uy, +00 Up N—to0

e" +n? n?
Exemple 9. " +n? ~ €”, car lim et lim (1 + ) =1.
400 n——+oo en n——+oo n
Propriété 1.7 : Equivalence et opérations

On considere deux suites (uy,) et (v,) et on suppose que

Up ~ U
n+oon

(i) (Symétrie) On a v, ~ uy,.
—+o00
(ii) (Transitivité) Si de plus v, ~ wy, alors u, ~ w,.
—+o00 +oo

) (
) (
(iii) (Produit) Si de plus a,, ~ by, alors upa, ~ v,by.
+00 +o00
(iv) (Multiplication par une suite) Si (wy,) est une suite réelle, alors wu,wy, 3 Untn.
oo
) (

Puissance) Si u, # 0 et v, # 0 & partir d’un certain rang, alors pour tout a € R, on a : u? fodos
o

(v

Démonstration. A démontrer en exercice. O

Exemple 10. Donner un égquivalent de (" + n2)3.

Solution.



Remarque 1.8 : Opérations interdites sur les équivalents

On retiendra les trois interdits sur les équivalents :

e Une suite ne peut pas étre équivalente a zéro.
e On ne peut pas sommer dans les équivalents.

e On ne peut pas composer dans les équivalents.

Exemple 11. n?2 +n I n? et —n? +n o —n?, mais (n* +n) + (—n? + n) = 2n n'est pas équivalent a 0.
oo o

Exemple 12. n+1 e n, en composant par x — €%, "t nest pas équivalent a e car
(o)

n+1

en — ¢ n—>—+>oo € ?é 1.
Propriété 1.9 : Equivalence et négligeabilité

On considere deux suites (uy,) et (v,) et on suppose que
Un = o(vy).

(i) On a alors vy, + uy ~ vp.
—+o00

(ii) Si de plus v, ~ wy, alors u, = o(wy).
+oo +oo

(iii) Si de plus u,, ~ wy, alors w, = o(vy).
+00 +oo

Exemple 13. n+1 ~ netn = o(n?) doncn+1 = o(n?).
+oo 00 +oo

Proposition 1.10 : Limite et équivalence

On considere deux suites (uy,) et (vy,).

(i) Siup ~ vy etsiv, — [ alorsu, — L
+oo n—-+00 n—-+0o

(ii) Soit ! un réel non nul.

1.3 Comparaison de suites usuelles

Proposition 1.11 : Fquivalents et polynomes
P
Soit P(n) = Z axn® = apn? 4+ ap_1nP7' 4 -+ agn + ag avec a, # 0. Alors
k=0

P(n) fod apn?.

Exemple 14. On a (2n + 3)* o 16 n*.
oo



On peut réécrire les limites de type "croissance comparée" en terme de négligeabilité.

Proposition 1.12 : Croissances comparées
Soient a et b deux réels strictement positifs et ¢ > 1. On a les propositions suivantes :

(i) (n(m)" = o(n").

(ii) n® =0 (eb”). Plus généralement, n®
oo

(iii) ¢" = o(n!).

o(q").

oo
iv) Sia < b, alors n® = o(n’) et ! 0 ! .
(iv) ,

—+oco

nb +oo = \ o

Proposition 1.13 : Equivalents usuels

Soit une suite (uy,) telle que liril un = 0. On a les équivalents suivants pour « # 0 :
n—-+0oo

In(1+wup) ~ uy e —1 ~ wu, (I+up)® =1 ~ auy,
+o0 +oo +o00o
w2
sin(un) ;gum ten(u) pun 1= eosun) o S8

Démonstration. On reprend la proposition sur les limites usuelles venant de taux d’accroissement du chapitre
Généralités sur les fonctions réelles. O

1
Exemple 15. Donner un équivalent de In (2 - 67772).

Solution.

Meéthode 1.14 : Comment trouver un équivalent directement ?

Il est souvent tres intéressant de factoriser par le facteur prépondérant puis éventuellement simplifier (en
cas de fraction).

Exemple 16. Soit (up)nen définie par : Vn € N*, u, = n — (Inn)2. Donner un équivalent de u,.

Solution.

Méthode 1.15 : Comment étudier la nature d’une suite a l'aide d’équivalents ?
Si uy, foat et si la suite (vp)nen a une limite, alors la suite (uy)pen @ la méme limite.
o0
(k)

Exemple 17. Soit k € N fizé. Calculer la limite de —- lorsque n tend vers +oo.
n

Solution.



2 Comparaison des fonctions au voisinage d’un point

Dans cette section, a désigne un réel, ou —oo, ou +oc.
2.1 Rappels sur les voisinages

Définition 2.1 : Voisinage d’un point

Si a € R, on appelle voisinage de a tout intervalle du type

Va =]a — h,a+ h[ avec h > 0.

Q-

On appelle voisinage a gauche de a tout intervalle du type Ja — h,a[ avec h > 0.
On appelle voisinage a droite de a tout intervalle du type |a,a + h[ avec h > 0.

Définition 2.2 : Propriété locale au voisinage d’un point

Une proposition P(z), dépendant de x, est dite vraie au voisinage d’un point a € R si

Jh >0, Vz€la—h,a+h], P(x)est vraie.

Définition 2.3 : Voisinage de l’infini

On appelle voisinage de +oco tout intervalle du type
V =]A, +oo] avec A € R.
On appelle voisinage de —oo tout intervalle du type

V =] — o0, Al avec A € R.

Définition 2.4 : Propriété locale au voisinage de l’infini
e Une proposition P(z), dépendant de x, est dite vraie au voisinage de 400 si
JA€eR, V> A, P(x)estvraie.
e Une proposition P(z), dépendant de x, est dite vraie au voisinage de —oo si

JAeR, V<A, P(x)estvraie.



2.2 Relation de négligeabilité

Définition 2.5 : Fonction négligeable devant une autre fonction

Soient deux fonctions f et g définies au voisinage de a. On dit que f est négligeable devant g au
voisinage de «a s’il existe une fonction € définie au voisinage de a qui vérifie au voisinage de a

f(z)=€e(x)g(z) et e(x)—0.

r—a

On note : f(x) = o(g(x)).

On lit f(x) est un "petit 0" de g(z) lorsque x est au voisinage de a.
Exemple 18. Vérifier que x> = o(x).
Solution.
Exemple 19. Soit a € R. Une fonction f qui vérifie f(x) = o(1) signifie que f(x) — 0.

Comme pour les suites, la notation de Landau ("petit 0") repose sur un abus d’écriture : o(g) ne désigne
pas une fonction particuliere au voisinage de a, mais toute fonction possédant la propriété d’étre négligeable
devant g au voisinage de a. Si f(z) = o(g(x)) et h(z) = o(g(x)), on n’a pas nécessairement f(z) = h(z) au

a a

voisinage de a.

Théoréeme 2.6 : Caractérisation de la négligeabilité

Si g ne s’annule pas au voisinage de a sauf éventuellement en a, alors

=o(g(x imM:
a (g( )) A %;:;);L g(.%') 0.

f(x)

Démonstration. Puisque g ne s’annule pas au voisinage de a, on peut écrire :

o(g(z)) < Jetel que f(z) = e(x)g(z) au voisinage de a et €(x) =, 0 e(z) = /@) —

g(x) z2a

f(x)

a

Exemple 20. Vérifier que e* + x =0 (e*).
oo

Solution.
Exemple 21. Vérifier que x> + 22 =0 (x).

Solution.



Propriété 2.7 : Négligeabilité et opérations
On considere deux fonctions f et g définies au voisinage de a et on suppose que
f(z) = olg(x)).
Transitivité) Si de plus g(x) = o(h(z)), alors f(z) = o(h(z)).
a a

Produit) Si de plus ¢(z) = o(¢(z)), alors f(z)p(x) = o(g(x)(x)).

Combinaison linéaire) Si de plus ¢(z) = o(g(x)), alors V(\, u) € R%, Mf(x) 4+ pep(z) = o(g(x)).

@
(i) (
(i) (

(i) (

) (Multiplication par une fonction) Si h est une fonction définie au voisinage de a, alors

f(@)h(z) = o(g(x)h(x)).

(iv

(v) (Multiplication par un réel non nul) Si A € R*, alors Af(x) = o(g(x)).

(vi) (Inverse) Si f et g ne s’annulent pas au voisinage de a sauf éventuellement en a, alors
a7 (7w)
=0 :
glz) « \[f(z)

Exemple 22. On observe que d’apreés le point (iii), on a

o () — o (s?) = 0 (s?).

2.3 Relation d’équivalence

Définition 2.8 : Fonctions équivalentes

Soient deux fonctions f et g définies au voisinage de a. On dit que f et g sont équivalentes au voisinage
de a s’ existe une fonction a définie au voisinage de a qui vérifie au voisinage de a

f(z) =alx)g(x) et alz)— 1

r—a

On note : f(x) ~ g(x).

On lit f(z) est équivalent a g(x) lorsque x est au voisinage de a.

Exemple 23. z + 22 ~ @ avec alz) =1+z.

Théoreme 2.9 : Caractérisation de ’équivalence

Soient deux fonctions f et g définies au voisinage de a. On a :
f@) ~gl@) & @) = gl@) +olglx).

Si g ne s’annule pas au voisinage de a sauf éventuellement en a, alors

. f(=@)
f@)~g(x) < xl;rg (@)
2 z?41 5 3
1 1 5 1
Exemple 24. i ~ —, car lim —-Z£— = lim vt = lim (14+—)=1.
xd +oo 13 T—>+00 L r—>+00 xT r—>+00 2



2
-5 6 —2)(x—3
Exemple 25. x2—5x+6§x_3, car lim rm—or+0 w

= lim = lim (z — 2) = 1.
r—3 z—3 x—3 z—3
T#3 T#3 T#3

Propriété 2.10 : Equivalence et opérations

On considére deux fonctions f et g définies au voisinage de a, on suppose que

f(@) ~ g(a)
(i
(ii

) (Symétrie) On a g(z) ~ f(x)

)
(i)

)

Produit) Si de plus ¢(z ) (a:), alors f(x)p(x) ~ g(x)Y(x).

(
(Transitivité) Si de plus g(x) ~ h(w), alors f(z) ~ h(z).
(

(iv) (

Multiplication par une fonctlon) Si h est une fonction définie au voisinage de a, alors
F(@)h(x) ~ g@)h(a).
(v) (Puissance) Si f et g ne s’annulent pas au voisinage de a sauf éventuellement en a, alors pour tout

aeR, ona: f(x)® ~ g(z)~.

Remarque 2.11 : Opérations interdites sur les équivalents

On retiendra les trois interdits sur les équivalents :

e Une fonction ne peut pas étre équivalente & zéro.

e On ne peut pas sommer dans les équivalents.

e On ne peut pas composer dans les équivalents.
Exemple 26. 22 + 1 ~ x

, cependant (22 4+ 1) + (—x2) = 1 n’est pas équivalent a 0.

1 1 L -
Exemple 27. — ¥ 1+ =, cependant e= et e!T= ne sont pas équivalents au voisinage de 0, en effet

x x

1

ew 1_q_1 _
—=er Tz =l el £
61+5 x—0
x#0

Propriété 2.12 : Equivalence et négligeabilité

On considere deux fonctions f et g définies au voisinage de a, on suppose que

(i) On a alors g(x) + f(x) ~ g(x).
(ii) Si de plus g(x) ~ h(z), alors f(x)
(iii) Si de plus f(x) ~ h(z), alors h(x)

a

)
)

10



Proposition 2.13 : Limite et équivalence

Soient deux fonctions f et g définies au voisinage de a. Si f(z) ~ g(x) et si f(x) — [, alors
a r—a

g(x) = l.

2.4 Comparaison de fonctions usuelles

Proposition 2.14 : Fquivalents et polynomes

e Un polynéme non nul est équivalent au voisinage de 0 & son mondme de plus bas degré.

e Un polynéme non nul est équivalent au voisinage de +0o a son monoéme de plus haut degré.

Exemple 28. On a : 23 — 222 + 52 ~ 23 et 23 — 222 4 5z ¥ 5x.
—0o0
2.4.1 Comparaison au voisinage de l’infini

Proposition 2.15 : Croissances comparées au voisinage de 400

Soient a et b deux réels strictement positifs. On a les propositions suivantes :

(i) (n(x))" = o(=?).
(ii) =% = o(eb‘t).

+o0
. a _ b
(iii) Sia < b, alors x =0 (:L' )

o(x%) et In(z)

o(a).

Exemple 29. On a : 23 = -
+oo +o0

2.4.2 Comparaison au voisinage de zéro

Les notions suivantes seront tres importantes pour le chapitre Formules de Taylor et développements
limités.

Proposition 2.16 : Croissances comparées au voisinage de 0

Soient a et b deux réels strictement positifs. On a les propositions suivantes :

() (@)’ 5 o).

0 xd

(ii) Si a < b, alors ” = o (z%).

1
PR S 3 —
Exemple 30. On a : z = o(z?) et In(x) =0 (ﬁ) :

Exemple 31. Pour a et b deux réels strictement positifs, avec le propriété on a

zbo (z%) =0 (:1:“+b)

11



Proposition 2.17 : FEquivalents usuels au voisinage de 0

On a les équivalents suivants pour a # 0 :

ln(l—{—x)gm ex—lrgac (1—{—x)a—1rga$

2
sin(z) v tan(x) v 1 — cos(x) ¥ %

Méthode 2.18 : Comment calculer une limite a l'aide d’équivalents ¢
Si deux fonctions sont équivalentes au voisinage de a, alors elles ont le méme comportement au voisinage

de a.

1
Exemple 32. Calculer la limite de \/x In (1 + > lorsque x tend vers +oc.
x

Solution.

12
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